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S.T.E.M.S.T.E.M.

Μοριοδότηση 2019Μοριοδότηση 2019
Ενδεικτικές απαντήσεις και από γραπτά μαθητώνΕνδεικτικές απαντήσεις και από γραπτά μαθητών

Θέμα ΑΘέμα Α

Α1Α1 -  - 

Α2Α2 -  - 

Α3Α3 -  - 

Α4Α4 -  - 

Α5:Α5:  

Θέμα ΒΘέμα Β

B1B1--

άρα σωστό το άρα σωστό το 
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Όταν σταθεροποιείται το ύψος στο δοχείοΌταν σταθεροποιείται το ύψος στο δοχείο

Εξίσωση Bernoulli για μια ρευματική γραμμή Εξίσωση Bernoulli για μια ρευματική γραμμή 

Εξίσωση συνέχειας Εξίσωση συνέχειας 

Εξίσωση Bernoulli για μια οριζόντια ρευματική γραμμή Εξίσωση Bernoulli για μια οριζόντια ρευματική γραμμή 

άρα σωστό το άρα σωστό το 

Β3Β3 -  - 

== ⇒⇒ ⋅⋅ == ⋅⋅ ==ΠΠ22 ΠΠ33 AA22 υυ22 ΑΑ33 υυ33 ⟹⟹

==ΑΑ33
AA 22

22

υυ22

υυ33

22

((ΘΘ →→ ZZ ))

++ ρρ ⋅⋅ ++ ρρ ⋅⋅ gg ⋅⋅ HH == ++ ρρ ⋅⋅ ⇒⇒ ++ ρρ ⋅⋅ gg ⋅⋅ HH == ++ ρρ ⋅⋅PPΘΘ

11

22
υυ22

ΘΘ
PPZZ
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22
υυ22

33
PPααττμμ PPααττμμ

11

22
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33

==υυ33 22 ⋅⋅ gg ⋅⋅ HH‾‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√√

((ΔΔ →→ ΓΓ))

== ⇒⇒ ⋅⋅ == ⋅⋅ == 22ΠΠ11 ΠΠ22 ΑΑ11 υυ11 ΑΑ22 υυ22 ⟹⟹
==22ΑΑ11 ΑΑ22

υυ22 υυ11

((ΔΔ →→ ΓΓ))

++ ρρ ⋅⋅ == ++ ρρ ⋅⋅PPΔΔ

11

22
υυ22

11
PP22

11

22
υυ22

22

== ++ ρρ ⋅⋅ gg ⋅⋅ hhPPΔΔ PPααττμμ

++ ρρ ⋅⋅ gg ⋅⋅ hh ++ ρρ ⋅⋅ == ++ ρρ ⋅⋅ ⇒⇒ gg ⋅⋅ hh == ⋅⋅ (( −− ))PPααττμμ

11
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11
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44
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3232
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Ομαλή στροφική κίνησηΟμαλή στροφική κίνηση

άρα σωστό το άρα σωστό το 

Θέμα ΓΘέμα Γ

Γ1Γ1--

αα))ττρρόόπποοςς
⎯
⎯

⎯
⎯

⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯

ΣΣ == ΙΙ ⋅⋅ ⇒⇒ FF ⋅⋅ LL == ⋅⋅ MM ⋅⋅ ⋅⋅ ⇒⇒ ==ττ ⃗ ⃗  αα ⃗ ⃗ γγωωνν

11

33
LL22 ααγγωωνν ααγγωωνν

33FF

MMLL

φφ == ⋅⋅ ⋅⋅ ⇒⇒ == ⋅⋅ ⋅⋅ ⇒⇒ ==
11

22
ααγγωωνν tt22 ππ

22

11

22
ααγγωωνν ttΑΑΔΔ ttAAΔΔ

ππ ⋅⋅ MM ⋅⋅ LL

33FF

‾‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√√
ωω == ⋅⋅ == ⋅⋅ ⇒⇒ ωω == ⇒⇒ ωω == 33ππααγγωωνν ttΑΑΔΔ

33FF

MMLL

ππ ⋅⋅ MM ⋅⋅ LL

33FF

‾‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√√
33 ⋅⋅ FF ⋅⋅ ππ

MM ⋅⋅ LL

‾‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾

√√
rraadd

ss
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⎯
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⎯
⎯
⎯
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⎯
⎯

ΘΘΜΜΚΚΕΕ((ΑΑ →→ ΔΔ)) −− == ΣΣ ⇒⇒ ⋅⋅ ⋅⋅ −− 00 == ⋅⋅ θθΚΚΔΔ ΚΚΑΑ WWττ

11
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Στην ακραία θέση Στην ακραία θέση 

Γ2Γ2--

((ΘΘ )) ΣΣ == 00 ⇒⇒ΙΙmm11
FF ⃗ ⃗ 

== ⋅⋅ gg ⇒⇒FFεελλ mm11
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((ΘΘ )) ΣΣ == 00 ⇒⇒ΙΙ ,,mm11 mm22
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ΔΔ == ⇒⇒ll11
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((77))

ΣΣ == 00 ⟺⟺ ΑΑ.. ΔΔ.. ΟΟ.. ==FFεεξξ

→→
pp ⃗ ⃗ ππρριινν pp ⃗ ⃗ μμεετταα
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Γ3Γ3--

ββ))ττρρόόπποοςς
⎯
⎯

⎯
⎯

⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯

ΘΘΜΜΚΚ ΔΔΚΚ == ΣΣWWΕΕ((ΓΓ→→ΔΔ))
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33‾‾√√
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ss
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((66))

ΔΔ == −− ⇒⇒ ΔΔ == ⋅⋅ −− ⋅⋅ ⇒⇒ ΔΔ == 0.50.5 −− ⇒⇒ ΔΔ == −−0.50.5 kkgg ⋅⋅pp22
→→
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Το πρόσημο δηλώνει την κατεύθυνση του διανύσματος. (σχήμα)Το πρόσημο δηλώνει την κατεύθυνση του διανύσματος. (σχήμα)

Γ4Γ4--

Περιστρεφόμενο διάνυσμα: Έστω Περιστρεφόμενο διάνυσμα: Έστω  σημείο που εκτελεί  σημείο που εκτελεί  με σταθερή  με σταθερή , σε κύκλο ακτίνας , σε κύκλο ακτίνας . Η γωνία που διαγράφει η. Η γωνία που διαγράφει η

επιβατική ακτίνα δίνεται από την σχέση επιβατική ακτίνα δίνεται από την σχέση 

Η προβολή του σημείου στον κατακόρυφο άξονα δίνεται από την σχέσηΗ προβολή του σημείου στον κατακόρυφο άξονα δίνεται από την σχέση

ΔΔ == −−0.50.5 kkgg ⋅⋅pp22 33‾‾√√
mm

ss

((66))

DD == kk == (( ++ )) ⋅⋅ ⇒⇒ ωω == ⇒⇒ ωω == 1010mm11 mm22 ωω22 kk

++mm11 mm22

‾‾ ‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾√√
rraadd

ss

αα))ττρρόόπποοςς
⎯
⎯

⎯
⎯

⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯

== 00,, yy == ++ ,, υυ >> 00ttoo

AA

22

yy == AA ⋅⋅ ηημμ((ωωtt ++ )) ⇒⇒ == AA ⋅⋅ ηημμφφοο

AA

22
φφοο

ηημμ == ⇒⇒ ηημμ == ηημμ ⇒⇒ == {{φφοο

11

22
φφοο

ππ

66
φφoo

22kkππ ++ ,,
ππ

66

  22kkππ ++ ,,
55ππ

66

kk == 00 ⇒⇒ == υυ == ⋅⋅ σσυυνν >> 00φφoo
ππ

66
υυmm

ππ

66

kk == 00 ⇒⇒ == υυ == ⋅⋅ σσυυνν << 00,, ααπποορρρρίίππττεεττααιιφφoo
55ππ

66
υυmm

55ππ

66

ββ))ττρρόόπποοςς
⎯
⎯

⎯
⎯

⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯

ΣΣ ΟΟ.. ΚΚ.. ΚΚ.. ωω ΑΑ

φφ == ωω ⋅⋅ tt

xx == AAηημμφφ ⇒⇒ xx == AA ⋅⋅ ηημμωωtt
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άρα η προβολή του σημείου άρα η προβολή του σημείου  εκτελεί  εκτελεί 

Αρχική φάση Αρχική φάση 

Θέμα ΔΘέμα Δ

ΣΣ ΑΑ.. ΑΑ.. ΤΤ..

φφοο

ηημμ == ⇒⇒ ηημμ == ⇒⇒ ηημμ == ⇒⇒ == rraaddφφοο

yy

AA
φφοο

++
AA

22

AA
φφοο

11

22
φφoo

ππ

66

yy == 0.10.1 ⋅⋅ ηημμ((1010tt ++ )),, SS.. II ..
ππ

66
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Δ1Δ1--

Δ2Δ2--

((44))

,, ιισσοορρρροοππίίαα,, ⇒⇒ ΣΣ == 00MMΣΣ FF ⃗ ⃗ 

== ⋅⋅ gg ⇒⇒ == 2020NNTT11 ΜΜΣΣ TT11

,, ιισσοορρρροοππίίαα,, ⇒⇒ ΣΣ == 00MMTT ττ ⃗ ⃗ 

⋅⋅ == ⋅⋅ ⇒⇒ == 2020NNTT11 RRTT TT22 RRTT TT22

αα))ττρρόόπποοςς
⎯
⎯

⎯
⎯

⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯

,, ιισσοορρρροοππίίαα,, ⇒⇒ ΣΣ == 00MMKK ττ ⃗ ⃗ ((KK ))

⋅⋅ == ⋅⋅ ⇒⇒ ==TT22 RRKK TTσσττ RRΚΚ TT22 ΤΤσσττ

,, ιισσοορρρροοππίίαα,, ⇒⇒ ΣΣ == 00MMKK FF ⃗ ⃗ 

++ == FF ++ ⋅⋅ gg ⋅⋅ ηημμφφ ⇒⇒ 22 == FF ++ 1010 ⇒⇒ FF == 3030NNTT22 ΤΤσσττ ΜΜΚΚ TT22

ββ))ττρρόόπποοςς
⎯
⎯

⎯
⎯

⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯
⎯

,, ιισσοορρρροοππίίαα,, ⇒⇒ ΣΣ == 00MMKK ττ ⃗ ⃗ ((ΔΔ))

⋅⋅ 22 ⋅⋅ == ((FF ++ ⋅⋅ gg ⋅⋅ ηημμφφ)) ⋅⋅ ⇒⇒ 4040 == FF ++ 1010 ⇒⇒ FF == 3030NNTT22 RRKK ΜΜΚΚ RRKK

((88))
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νήμα κατακόρυφο αβαρές, μη εκτατόνήμα κατακόρυφο αβαρές, μη εκτατό

νήμα πλάγιο αβαρές, μη εκτατόνήμα πλάγιο αβαρές, μη εκτατό

Κύλινδρος Κύλινδρος 

== == == ⋅⋅ ⇒⇒ == ⋅⋅ ((11))ααΣΣ ααΣΣ′′ ααγγρρ ααγγωωννΤΤ
RRTT ααΣΣ ααγγωωννΤΤ

RRTT

== == == ⋅⋅ ⇒⇒ == ⋅⋅ ((22))ααΛΛ ααΛΛ′′ ααγγρρ ααγγωωννΤΤ
RRTT ααΛΛ ααγγωωννΤΤ

RRTT

ΚΚ.. ΧΧ.. ΟΟ..

== 00 ⇒⇒ == ωω ⋅⋅ ⇒⇒ == ⋅⋅ ((33))υυΑΑ υυccmm RRKK ααccmm ααγγωωννΚΚ
RRKK

== ++ ωω ⋅⋅ ⇒⇒ == 22 ⋅⋅ ⇒⇒ == 22 ⋅⋅ ((44))υυΛΛ υυccmm RRKK υυΛΛ υυccmm ααΛΛ ααccmm

:: MMEETTΑΑΦΦΟΟΡΡΙΙΚΚΗΗ ⇒⇒ ΣΣ == ⋅⋅MMΣΣ FF ⃗ ⃗  MMΣΣ ααΣΣ⃗ ⃗ 

⋅⋅ gg −− == ⋅⋅ ⇒⇒ 2020 −− == 22 ⋅⋅ ((55))ΜΜΣΣ TT33 MMΣΣ ααΣΣ TT33 ααΣΣ

:: ΣΣΤΤΡΡΟΟΦΦΙΙΚΚΗΗ ⇒⇒ ΣΣ == ⋅⋅MMTT ττ ⃗ ⃗  ΙΙTT αα ⃗ ⃗ γγωωννΤΤ

⋅⋅ −− ⋅⋅ == ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ −− == ⋅⋅ ((66))TT ′′
33

RRTT TT ′′
44

RRTT

11

22
MMTT RR22

TT ααγγωωννTT
⟹⟹

((22))

TT33 TT44 RRTT ααγγωωννΤΤ

αα))ττρρόόπποοςς
⎯
⎯

⎯
⎯

⎯
⎯
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Λύση του μη γραμμικού συστήματος των Λύση του μη γραμμικού συστήματος των  εξισώσεων με τους  εξισώσεων με τους  αγνώστους  αγνώστους 
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Από την λύση του μη γραμμικού συστήματος έχουμεΑπό την λύση του μη γραμμικού συστήματος έχουμε
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Θέλουμε να αποδείξουμε ότι κατά την διάρκεια της ανόδου του κυλίνδρου πάνω στην σανίδα από τη χρονική στιγμή Θέλουμε να αποδείξουμε ότι κατά την διάρκεια της ανόδου του κυλίνδρου πάνω στην σανίδα από τη χρονική στιγμή  έως τη έως τη

χρονική στιγμή χρονική στιγμή , που ο κύλινδρος σταματάει στιγμιαία, η σανίδα δεν ανατρέπεται. Ο κύλινδρος ξεκινάει από τη θέση , που ο κύλινδρος σταματάει στιγμιαία, η σανίδα δεν ανατρέπεται. Ο κύλινδρος ξεκινάει από τη θέση 

 και κινείται με ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση  και κινείται με ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση από την χρονική στιγμή από την χρονική στιγμή  έως τη χρονική στιγμή  έως τη χρονική στιγμή ..

Όσο κινείται κάτω από τη θέση Όσο κινείται κάτω από τη θέση  η σανίδα δεν μπορεί να ανατραπεί αφού και η ροπή του βάρους της σανίδας και η ροπή του η σανίδα δεν μπορεί να ανατραπεί αφού και η ροπή του βάρους της σανίδας και η ροπή του

βάρους του κυλίνδρου στρέφουν την σανίδα αριστερόστροφα.βάρους του κυλίνδρου στρέφουν την σανίδα αριστερόστροφα.

Από την χρονική στιγμή Από την χρονική στιγμή  έως την χρονική στιγμή  έως την χρονική στιγμή  θα αποδείξουμε ότι  θα αποδείξουμε ότι ισχύειισχύει

Όπου Όπου  είναι η ροπή του βάρους της σανίδας και  είναι η ροπή του βάρους της σανίδας και  είναι η ροπή της αντίδρασης του κυλίνδρου στην δράση  είναι η ροπή της αντίδρασης του κυλίνδρου στην δράση  της σανίδας της σανίδας

στον κύλινδρο. στον κύλινδρο. Θα χρησιμοποιήσουμε διπλές συνεπαγωγέςΘα χρησιμοποιήσουμε διπλές συνεπαγωγές

και μετά τις πράξεις φτάνουμε στην ανίσωσηκαι μετά τις πράξεις φτάνουμε στην ανίσωση

H ανίσωση αληθεύει από την χρονική στιγμή H ανίσωση αληθεύει από την χρονική στιγμή  έως την χρονική στιγμή  έως την χρονική στιγμή 

Από την χρονική στιγμή Από την χρονική στιγμή  έως την χρονική στιγμή  έως την χρονική στιγμή  που ο κύλινδρος κάνει ευθύγραμμη ομαλά επιβραδυνόμενη κίνηση που ο κύλινδρος κάνει ευθύγραμμη ομαλά επιβραδυνόμενη κίνηση

με επιβράδυνση με επιβράδυνση  θα αποδείξουμε ότι  θα αποδείξουμε ότι ισχύειισχύει

Όπου Όπου  είναι η ροπή του βάρους της σανίδας και  είναι η ροπή του βάρους της σανίδας και  είναι η ροπή της αντίδρασης του κυλίνδρου στην δράση  είναι η ροπή της αντίδρασης του κυλίνδρου στην δράση  της σανίδας της σανίδας

στον κύλινδρο. στον κύλινδρο. Θα χρησιμοποιήσουμε διπλές συνεπαγωγέςΘα χρησιμοποιήσουμε διπλές συνεπαγωγές

και μετά τις πράξεις φτάνουμε στην ανίσωσηκαι μετά τις πράξεις φτάνουμε στην ανίσωση

H ανίσωση αληθεύει από την χρονική στιγμή H ανίσωση αληθεύει από την χρονική στιγμή  έως την χρονική στιγμή  έως την χρονική στιγμή 
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Έστω τυχαία θέση του κυλίνδρου για την οποία το σημείο επαφής του κυλίνδρου με την σανίδα έχει απομάκρυνση Έστω τυχαία θέση του κυλίνδρου για την οποία το σημείο επαφής του κυλίνδρου με την σανίδα έχει απομάκρυνση  από την θέση  από την θέση 

 Η δύναμη  Η δύναμη  είναι από το λείο δάπεδο, και η  είναι από το λείο δάπεδο, και η  είναι η αντίδραση του κυλίνδρου στην δράση  είναι η αντίδραση του κυλίνδρου στην δράση  της σανίδας στον κύλινδρο. της σανίδας στον κύλινδρο.

Στον κάθετο στην σανίδα άξονα η συνισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται στον κύλινδρο είναι μηδέν, οπότεΣτον κάθετο στην σανίδα άξονα η συνισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται στον κύλινδρο είναι μηδέν, οπότε

Για να μην χάνεται η επαφή πρέπειΓια να μην χάνεται η επαφή πρέπει

δηλαδή για να μην ανατραπεί η σανίδα πρέπει ο κύλινδρος να φτάσει μέχρι δηλαδή για να μην ανατραπεί η σανίδα πρέπει ο κύλινδρος να φτάσει μέχρι  δεξιά του σημείου  δεξιά του σημείου ..

Ο κύλινδρος την στιγμή Ο κύλινδρος την στιγμή  έχει βρεθεί στην θέση  έχει βρεθεί στην θέση  οπότε η σανίδα στο δοσμένο χρονικό διάστημα δεν οπότε η σανίδα στο δοσμένο χρονικό διάστημα δεν

ανατρέπεται.ανατρέπεται.

άρα η σανίδα δεν ανατρέπεται.άρα η σανίδα δεν ανατρέπεται.

Την στιγμή που ανατρέπεται η σανίδα ισχύει οριακά Την στιγμή που ανατρέπεται η σανίδα ισχύει οριακά , όπου , όπου  η δύναμη του δαπέδου, N’ η δύναμη που ασκεί ο η δύναμη του δαπέδου, N’ η δύναμη που ασκεί ο

κύλινδρος κάθετα στην επιφάνεια της σανίδας και κύλινδρος κάθετα στην επιφάνεια της σανίδας και  η κάθετη συνιστώσα του βάρους της σανίδας και  η κάθετη συνιστώσα του βάρους της σανίδας και  το σημείο στο οποίο το σημείο στο οποίο

αν τοποθετηθεί ο κύλινδρος η σανίδα οριακά θα ανατραπεί.αν τοποθετηθεί ο κύλινδρος η σανίδα οριακά θα ανατραπεί.

Δηλαδή το σημείο Δηλαδή το σημείο  απέχει  απέχει  από την άρθρωση  από την άρθρωση  και  και  από το άκρο  από το άκρο  της σανίδας. της σανίδας.

Άρα η θέση ανατροπής είναι σε Άρα η θέση ανατροπής είναι σε  από το σημείο  από το σημείο . Όμως το σώμα φτάνει σε απόσταση . Όμως το σώμα φτάνει σε απόσταση  πάνω από το  πάνω από το ..

Αφού Αφού  η σανίδα δεν ανατρέπεται. η σανίδα δεν ανατρέπεται.

Η “εις άτοπον απαγωγή”Η “εις άτοπον απαγωγή”
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Έστω ότι την χρονική στιγμή Έστω ότι την χρονική στιγμή , δηλαδή την στιγμή που ο κύλινδρος σταματά στιγμιαία, η σανίδα ανατρέπεται. Αυτό σημαίνει ότι η, δηλαδή την στιγμή που ο κύλινδρος σταματά στιγμιαία, η σανίδα ανατρέπεται. Αυτό σημαίνει ότι η

σανίδα δεν είναι σε επαφή με το δάπεδο δηλαδή ισχύει σανίδα δεν είναι σε επαφή με το δάπεδο δηλαδή ισχύει . Θεωρούμε θετική φορά για τις ροπές, αυτή των. Θεωρούμε θετική φορά για τις ροπές, αυτή των

δεικτών του ρολογιού.δεικτών του ρολογιού.

Αυτό σημαίνει ότι η σανίδα θα περιστραφεί με φορά αντίθετη από αυτή την ρολογιών, δηλαδή θα έρθει σε επαφή με το δάπεδο άραΑυτό σημαίνει ότι η σανίδα θα περιστραφεί με φορά αντίθετη από αυτή την ρολογιών, δηλαδή θα έρθει σε επαφή με το δάπεδο άρα

θα ασκεί δύναμη στο δάπεδο, άρα και το δάπεδο θα ασκεί δύναμη στην σανίδα, δηλαδή θα ασκεί δύναμη στο δάπεδο, άρα και το δάπεδο θα ασκεί δύναμη στην σανίδα, δηλαδή 

Άρα άτοπο. Υποθέσαμε στην αρχή ότι η σανίδα ανατρέπεται δηλαδή Άρα άτοπο. Υποθέσαμε στην αρχή ότι η σανίδα ανατρέπεται δηλαδή  και οδηγηθήκαμε στο ότι  και οδηγηθήκαμε στο ότι  άρα η αρχική μας άρα η αρχική μας

υπόθεση είναι εσφαλμένη. Άρα η σανίδα δεν ανατρέπεται.υπόθεση είναι εσφαλμένη. Άρα η σανίδα δεν ανατρέπεται.

Μπορείτε να εκτυπώσετε τις λύσεις σε μορφή pdf από Μπορείτε να εκτυπώσετε τις λύσεις σε μορφή pdf από εδώεδώ και τα θέματα από  και τα θέματα από εδώεδώ
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